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注　意　事　項

(1) 試験開始の合図まで，この問題冊子を開かないこと．

(2) 本冊子に落丁，乱丁，印刷不鮮明の箇所などがあった場合には申し出ること．

(3) 答案用紙３枚が渡される．１問ごとに必ず１枚の答案用紙を使用すること．止む
を得ぬときは答案用紙の裏面を使用してもよい．

(4) 各答案用紙の指定された箇所に，受験番号およびその用紙で解答する問題番号を
忘れずに記入すること．氏名は書いてはならない．

(5) 草稿用紙は本冊子から切り離さないこと．

(6) 解答に関係のない記号，符号などを記入した答案は無効とする．

(7) 答案用紙および問題冊子は持ち帰らないこと．

受験番号 No. 選択した問題番号

上欄に受験番号を記入すること． 上欄に選択した 3つの問題番号を記入すること．



H26–MMI–1

第 1問

n次の実対称三重対角行列 X を

X =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1 −b1 0 · · · 0

−b1 a2 −b2
. . .

...

0 −b2
. . . . . . 0

...
. . . . . . an−1 −bn−1

0 · · · 0 −bn−1 an

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

で定義する．ただし，bj ̸= 0 (j = 1, 2, . . . , n − 1) とする．

(1) 実数 µに対して，行列 X − µIの k次の首座小行列式（1行目から k行目と 1列
目から k列目までで定まる部分行列の行列式）を pk(µ)で表す (k = 1, 2, . . . , n)．
ただし，Iは単位行列である．このとき，pk−1(µ) = 0ならば pk(µ)pk−2(µ) < 0が
成り立つことを示せ (k = 3, . . . , n)．

(2) X の固有値 λに対応する固有ベクトル uを，ai, bj, pk(λ) (i = 1, 2, . . . , n; j =

1, 2, . . . , n − 1; k = 1, 2, . . . , n)のうちの必要なものを用いて表せ．ただし，uの
第 1成分 u1を 1とせよ．



H26–MMI–2

第 2問

複素正方行列Aに対して，その指数関数を

eA := I +
∞∑

k=1

Ak

k!

で定義する．ただし，Iは単位行列とする．

(1) A =

[
0 a

0 2πi

]
に対して eAを求めよ．ただし，aは実定数，iは虚数単位

√
−1と

する．

(2) A, Bを複素正方行列とする．このとき，すべての実数 tに対して et(A+B) = etAetB

が成立することの必要十分条件がAB = BAであることを示せ．

(3) AB ̸= BAであっても eA+B = eAeB が成立する複素正方行列 A, B の例を一組
示せ．

(4) Aを n次実正方行列とする．関数 y : R → Rnに関する常微分方程式

dy(t)

dt
= Ay(t) (∗)

を考える．ただし，Rは実数全体を表す．初期条件y(0) = vを満たす解がy(t) =

etAvにより与えられることを示せ．

(5) 常微分方程式 (∗)の係数行列Aが，実行列P , Qを用いてA = P + Qと書けると
する．このとき，t方向を刻み幅 h (> 0) で離散化し，

ỹ((k + 1)h) = ehP ehQỹ(kh) (k = 0, 1, 2, . . .)

ỹ(0) = y(0)

を用いて yの近似解 ỹを得ることを考える．いま，ehP , ehQは厳密に計算でき
るとしたとき，この近似は hに関してどの程度の精度を持つか．時刻 t = hにお
ける誤差 ∥ỹ(h) − y(h)∥を評価することにより答えよ．ただし，∥ · ∥はノルムを
表す．



H26–MMI–3

第 3問

ある池にいる魚の数をNとする．Nの推定をするため，まず池の魚を n (≤ N)匹釣
り，マークをしてから池に放す．十分な時間が経ってから，マークをした魚がm (≤ n)

匹集まるまで魚を釣る．このときに釣れた魚のうち，マークが付いていない魚の数を
Xとする．ただし，N , n, mは 1以上である．

(1) 等式
(

N

n

)
=

N−n+m∑

k=m

(
k − 1

m − 1

)(
N − k

n − m

)

が成立することを示せ．

(2) 非負整数 xに対して，X = xとなる確率 p(x; N,n,m)を求めよ．

(3) 期待値 E[X]を計算せよ．

(4) N の不偏推定量を構成せよ．



H26–MMI–4

第 4問

N (≥ 2)種からなる集団を考える．時刻 t (≥ 0)において種 iが集団内で占める割合

を xi(t)で表す (i = 1, 2, . . . , N)．すなわち，
N∑

i=1

xi(t) = 1が任意の時刻 t ≥ 0で成り立

つ．各 xi(t)は微分方程式

dxi(t)

dt
= xi(t)

(
N∑

j=1

Aijxj(t) −
N∑

k=1

N∑

j=1

Akjxk(t)xj(t)

)
(i = 1, 2, . . . , N) (∗)

に従うとする．ただし，各Aij (i = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . , N)は実数とする．

(1) 全ての種が共存する平衡点 (p1, p2, . . . , pN)が存在するとき，その平衡点において
N∑

j=1

Aijpjが iによらず全て等しいことを示せ．

ただし，(p1, p2, . . . , pN)が式 (∗)の平衡点であるとは，xi(t) = pi (i = 1, 2, . . . , N)

が式 (∗)の解であることをいう．また，平衡点 (p1, p2, . . . , pN)において全ての種
が共存するとは，全ての iについて pi > 0であることをいう．

(2) 任意の実数 cj (j = 1, 2, . . . , N)を用いて，各AijをAij + cjに置き換えることを
考える．この置き換えに対して，式 (∗)は不変であること（置き換えで得られた
微分方程式が式 (∗)と等価であること）を示せ．

以下では，N = 2として，z(t) := x1(t)と定義する．

(3) A11 = A22 = 0, A12 = a, A21 = bのとき，z(t)が満たす微分方程式を求めよ．ま
た，初期値 z(0) (0 < z(0) < 1)に関わらず lim

t→∞
z(t) = 1となるための a, bの条件

を求めよ．

(4) 一般に，初期値 z(0) (0 < z(0) < 1)に関わらず lim
t→∞

z(t) = 1となるための A11,

A12, A21, A22の条件を求めよ．

(5) 初期値 z(0) (0 < z(0) < 1)に関わらず両種の共存状態が t → ∞で実現されるた
めのA11, A12, A21, A22の条件を求めよ．



H26–MMI–5

第 5問

正整数 n (≥ 2)および整数 a, b, c, dに対して，nを法とする合同式

ax + by ≡ c (mod n), bx − (a + b)y ≡ d (mod n)

を満たす整数 x, yの組 (x, y)の集合を L(a, b, c, d, n)と表す．

(1) L(5, 3, 0, 0, 21)の要素 (x, y)で，0 ≤ x ≤ 20，0 ≤ y ≤ 20 の範囲にあるものをす
べて求めて図示せよ．

(2) L(5, 3, 3, 5, 21)が空集合かどうかを判定せよ．

(3) (u, v) ∈ L(a, b, b, a, n)ならば
[

u v

−v u − v

][
a b

b −a − b

]
≡
[
b a

a −a − b

]
(mod n)

が成り立つことを示せ．ここで，行列の間の合同式は，各要素に関する合同式を
意味する．

(4) L(a, b, b, a, n)が空集合でないならば L(a, b, 0, 0, n) = L(b, a, 0, 0, n)となることを
示せ．


